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1 はじめに

本研究で扱う panel-hinge フレームワークとは, ヒ

ンジによってつながれた 2 次元の剛なパネルの集合で

ある (図 1(a)). パネルは R3 において連続的に動くこ

とが許されている. ここでのヒンジとは直線で, ヒン

ジによってつながれた 2 つのパネルの動きはヒンジ周

りの回転である. すべてのパネルの動きが, 元々の構造

体の合同変換のみである場合, そのフレームワークは

剛であるとよぶ. さらに, 剛なフレームワークから任

意のヒンジを 1 つ取り除いた場合, 柔軟になるフレー

ムワークのことを極小剛とよぶ. ここで, panel-hinge

フレームワークをグラフ G = (V,E) と写像 p → R3

の組 (G,p)として考える. v ∈ V はパネルに対応し,

uv ∈ E は 2 つのパネル u, v をつなぐヒンジ p(uv)

に対応する. このとき, R3 上に G が実現されたとい

い, このグラフ G を panel-hinge グラフとよぶ (図

1(b)). このグラフを 5 重化し, 6 つの辺素な全域木を

詰込み可能なグラフのことを剛な panel-hinge グラフ

とよび, 任意の 1 辺を取り除いた場合に剛ではなくな

るグラフのことを極小剛な panel-hinge グラフとよぶ.

(a) (b)

図 1 (a) panel-hinge フレームワーク (b) panel-hinge

グラフ

Tay [10]とWhiteley [12]はそれぞれ,一般的な panel-

hinge フレームワークの剛性が, panel-hinge グラフに

より定まることを示した. panel-hingeフレームワーク

の剛性行列が, すべての部分グラフにおいて最大のラ

ンクをもつとき, そのフレームワークは一般的である

という [14]. 剛な panel-hinge グラフを一般的ではな

いヒンジ配置で実現したとき, 剛ではない場合がある

ことに注意する.

組合せ剛性理論とは, 構造物の接続関係をグラフと

して扱うことで, その剛性についての特徴付けを組合

せ的に行う理論であり, 様々な構造物の特徴付けが成

されている.

本論文では, [2] で開発した操作を 3 章で紹介し, そ

の操作に基づいた直交する 3 種類のパネルによる極小

剛なフレームワーク生成手法を提案する. この生成手

法及び, 生成した形態を 4 章に記す. ここでは, 垂直水

平なパネルの追加を想定していることから, 一般的で

はないヒンジ配置のパネルを追加している. しかし, 4

章で提案するパネル追加操作により得られるフレーム

ワークは常に剛となることを証明している.

1.1 背景と目的

近年, アルゴリズミック・デザインと呼ばれる設計

手法が再注目されている [15]. このデザイン手法によ

り, 複雑な形態を容易に創り出すことが可能となって

いる. しかし, 構造的な合理性をもたない形態操作に

すぎない場合や, 建築のファサードなど表面的で 2 次

元的な利用にとどまっている場合も見られる.

構造物が剛かどうかを判定する問題は構造力学分野

においては, 剛性行列のランクを計算することによっ

て解決が為されている. 組合せ剛性理論は構造物の剛

性に関する基礎的知見を与えることに留まらず, 機械

設計やタンパク質の挙動シミュレーション・知的 CAD

の開発・センサーネットワークのローカライゼイショ

ン等, 90年代後半から様々な分野において応用されて

いる [8].

1.2 既往研究

剛な棒材 (bar)とピン接合 (joint)で組まれる 2次元

bar-jointフレームワーク (平面トラス構造)が, 極小剛

であるための必要十分条件は Laman によって示され

ており [4],そのようなグラフを Laman グラフとよぶ.

Laman グラフに対応する bar-joint フレームワークは

静定トラスに相当する. 2 次元のグラフを G = (V,E)

とし, 以下の特徴付けが為されている [4].
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定理 1 (G.Laman) 頂点数 |V | ≥ 2 のグラフ G =

(V,E) が最小の辺数で剛 (Laman グラフ)であるため

の必要十分条件は以下の条件が成り立つことである.

|E| = 2|V | − 3
|E(X)| ≤ 2|X| − 3 ∀X ⊆ V with 2 ≤ |X| ≤ |V |

ここで E(X) とは頂点集合 X ⊆ V によって誘導さ

れる辺集合を指す.

この Laman グラフを演繹的に生成する手法につい

ては, Henneberg構築という方法が知られており,これ

によりすべての Laman グラフを生成できることがわ

かっている [1, 13]. さらにマトロイドの性質を利用す

る [11]のアルゴリズムにより, 高速にすべての Laman

グラフを列挙可能であることも知られている.

3 次元剛性の場合, 一般的な組合せ的特徴付けが難

しいことが知られている [13]. 一方で, 特殊な 3 次元

構造物については組合せ的な特徴付けが為されている.

Tay, Whiteleyらにより, body-bar, body-hingeフレー

ムワーク (図 2(a)および (b))といった 3次元 bar-joint

フレームワークの特殊な構造の特徴付けが為されてい

る [12]. Body-barフレームワークとは,剛な棒材 (bar)

によってピン接合でつながれた剛体 (body) の集合で

ある. 一般的なジョイント配置の body-bar フレーム

ワークに関して, 極小剛な body-bar フレームワーク

に対応する極小剛な body-bar グラフは, 6 つの辺素な

全域木によって, 剛性を特徴づけることができること

を Tay は示した [9]. また, 極小剛な body-bar グラフ

は, 6 つの辺素な全域木を 6 つのグラフ的マトロイド

の和集合とみなし, [11] のアルゴリズムを用いること

ですべて高速に列挙可能である.

(a) (b) (c)

図 2 (a) body-bar フレームワーク (b) body-hinge フ

レームワーク (c) panel-hinge フレームワーク

Katoh らは panel-hinge フレームワークに関して,

パネルを剛体として扱うことで body-hinge フレーム

ワーク (図 2(c)) と同様の議論が可能であることを示

している [3]. body-hingeグラフや panel-hingeグラフ

に関してはグラフの特性上, body-bar グラフと同様な

アルゴリズムで列挙することはできず, 多項式時間で

列挙するアルゴリズムはこれまで知られていなかった.

Panel-hinge フレームワークの特殊な場合である折

紙は, その形態生成に関して多くの研究がなされてお

り, Lang による意図した構造を持った形を折り出すた

めの理論 [5] や, それを実現するためのソフトウェア

TreeMaker [6] などが考案されている.

2 準備
ここでは, 3 章および 4 章に関する, これまで知られ

ている事実を記す.

2.1 剛性行列

パネルの合同変換は同次座標系を用いることで, 平

行移動と回転を共に含んだ 4× 4 の行列 M で表すこ

とができる. ここで, 2 つのパネル B, B′ がヒンジ H

によって接続されているとし, H の両端点の同次座標

を p1 = (p1,x, p1,y, p1,z, 1), p2 = (p2,x, p2,y, p2,z, 1) と

する. そして, パネルの動きを表す行列 M , M ′ がそれ

ぞれ B, B′ に与えられているとする. このとき, ヒン

ジによる制約は Mp1 = M ′p1, Mp2 = M ′p2 と表す

ことができる. この等式を微分して, 以下の式が得ら

れる.
Ipi = I ′pi for i = 1, 2 (1)

I および I ′ は B, B′ に割り当てられた無限小動き

とみなすことができる. ここで, panel-hinge フレーム

ワーク (G,p) をグラフ G = (V,E) と各辺 e ∈ E の,

p(e) に関する埋込み p の組とする. p(e) は e に対応

するヒンジの埋込みとする. 無限小動きの定義より,す

べての e = uv ∈ E について, 以下の等式を満たす無

限小動きに直交するベクトル ri(p(e))(1 ≤ i ≤ 5) をと

ることができ, このとき S を (G,p) の無限小動きと

よぶ.

(S(u)− S(v)) · ri(p(e)) = 0

すなわち, (1) 式の無限小動きは 5|E| 個の等式で記
述され, 5|E| × 6|V | の行列 R(G,p) を

· · · u · · · v · · ·
.
..

.

..
e=uv · · ·0 · · · r(p(e)) · · ·0 · · · −r(p(e)) · · ·0 · · ·

..

.
..
.

とする. ここで, r(p(e))は 5×6の行列であり, r(p(e)) = r1(p(e))
..
.

rD−1(p(e))

 である. この R(G,p) を剛性行列と呼

び, R(G,p) のランクが 6(|V | − 1) と等しい場合, その

フレームワークは剛であることが知られている [3].

2.2 一般的なヒンジ配置の剛な Panel-Hingeフレーム

ワークの組合せ的特徴付け

これまでは, すべてのヒンジ配置について剛性判定

が可能な手法について述べてきた. 一方で, 剛性行列
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のランク計算はその複雑さから, 構造物の部材数が多

くなるにつれて困難となる. そのため, 一般的なヒン

ジ配置を前提とした組合せ的な特徴付けを用いる. こ

こで, 一般的なヒンジ配置の剛な panel-hinge フレー

ムワークの組合せ的特徴付けとして, 以下の命題が知

られている [3].

命題 1 (Katoh et al.) [3] グラフ G の各辺を 5 本の

多重辺で置き換えたグラフを G̃ とする. G̃ が 6 個の

辺素な全域木をもつことは, G が R3 において一般的

なヒンジ配置をとる剛な panel-hinge フレームワーク

として実現可能であることの必要十分条件である.

図 3(a) は図 2(c) の panel-hinge フレームワークに

対応するグラフである. G を 5 重化したグラフ G̃ に

は図 3(b) のように 6 つの辺素な全域木を詰込むこと

が可能であり, 命題 2 は 3 次元上に一般的なヒンジ配

置をとる剛な panel-hinge フレームワーク (G,p) を実

現可能であることを示している.

(a) (b)

図 3 (a) 図 5(c) に相当する極小剛な panel-hinge グ

ラフを 5 重化したグラフ, (b) (a) に詰込むことが可能

な 6 つの辺素な全域木

この性質を利用して, [7] のペブルゲームアルゴリズ

ムにより, panel-hinge グラフの剛性が O(n2) で判定

可能である.

3 極小剛な Panel-Hinge グラフの演繹的な生成操作

頂点数 n ≥ 3 の極小剛な panel-hinge グラフ G =

(V,E) を考える. n = 3 のグラフは三角形グラフであ

る. このとき, より大きなグラフ G′ = (V ′, E′) を生成

する, 5 つの操作を以下のように定義する (図 4).

操作 1 (edge-split): ある辺 ab を選び, ab に新たに頂

点 v を追加する. ただし, この操作は, 操作後のグラフ

が極小剛である場合にのみ実行する (図 4(1)).

操作 2 (edge-split plus 1-addition): (D− 1)|δG(P)| =
D(|P|−1)　を満たす V の頂点分割 P が存在する場合
に, この操作を行う. ここで, P = {V1, V2, . . . , Vm} と
する. ある辺 ab ∈ δG(P) に対して, 新たに頂点 v を追

加する. 1 ≤ i, j ≤ m, i 6= j とし, x ∈ Vi, y ∈ Vj とな

る頂点 x, y ∈ V を見つけ, 辺 xy を E ∪{va, vb}\{ab}
に追加してできるグラフ H が極小剛となる場合, 辺

xy を追加する (図 4(2)).

操作 3 (vertex 2-addition): 新たに頂点 v を追加し, 2

つの頂点 a, b を選択し, 辺 va, vb を加える. ただし,

この操作は, 操作後のグラフが極小剛である場合にの

み実行する (図 4(3)).

操作 4 (triangle-addition): 任意の頂点 a を選び, 頂点

v1, v2 および辺 v1a, v1v2, v2a を加える (図 4(4)).

操作 5 (triangle-expansion): 任意の頂点 a を選ぶ. a

が 次数 d をもつとする. a を三角形グラフ v, b, c で

置き換えたグラフを G′ とする. ここで b と c は少な

くとも 1 つの a の隣接点と接続しており, v は b と c

に隣接している. この操作は, 操作後のグラフが極小

剛である場合にのみ実行する (図 4(5)).
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図 4 極小剛な Panel-Hingeグラフの演繹的な生成操作

本研究では, 以下の 2 つの定理を示した.

定理 2 極小剛な panel-hinge グラフ G が与えられた

とき, 上記の 5 つの操作のうち少なくともひとつを適

用することができ, 操作後にできるグラフもまた極小

剛な panel-hinge グラフである. このとき, いずれの操

作も多項式時間で実行可能である.

定理 3 三角形グラフから始まる, 5 つの操作の操作列

を施すことによって, 任意の単純グラフである極小剛

な panel-hinge グラフ G を得ることができる.

4 形態生成

xy, yz, zx 平面のいずれか 1 つに対して平行で, 面

の端にヒンジを設けるという制約で形態生成を行った.

その際, 3D CAD ソフトの Rhinoceros 及びスクリプ

ト言語の Python を利用した. 1 枚のパネルに対して

2枚のパネル, 3枚のパネルを追加する操作とその実行

例を示す. 両者の操作について, パネル追加操作によ

り得られるフレームワークは常に剛となることを証明

している.

4.1 2 枚のパネルを追加する操作

図 5 に 2 枚のパネルを追加する操作の生成順序を

示す. パネルを選択し, 選択したパネルに対して垂直

に, 互いにヒンジによってつながれた 2 枚のパネルを

1 枚のパネルに対して追加する. この操作は, 操作 4
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図 5 2 枚のパネルを追加する操作の生成順序

の triangle-addition に相当する操作である. 詳細は省

略するが追加する前のフレームワークが極小剛である

ならば, この 2 枚のパネル追加によって得られる新し

い panel-hinge フレームワークが常に極小剛であるこ

とが保証される. 図 6 にこの操作を繰り返し実行した

例を示す.

図 6 2 枚のパネルを追加する操作の実行例

4.2 3 枚のパネルを追加する操作

図 7に 3枚のパネルを追加する操作の生成順序を示

す. パネルを選択し,そのパネルに対して互いに直交な

2 面を接続するか, または平行な 2 面を接続するよう

に, 3 枚のパネルを追加する. 詳細は省略するが, 追加

する前のフレームワークが極小剛であるならば, この

3枚のパネル追加によって得られる新しい panel-hinge

フレームワークが常に極小剛であることが保証される.
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図 7 3 枚のパネルを追加する操作の生成順序

図 8 にこの操作を繰り返し実行した例を示す.

5 本研究の成果

[2] で開発した操作に基づき, 直交する 3 種類のパネ

ルによる極小剛なフレームワーク生成を提案し, 生成

手法を開発した. このとき, 提案するパネル追加操作

により得られるフレームワークは常に剛となることを

証明している. この生成手法を用いて形態生成を行い,

形態デザインへの応用の可能性を示した.

図 8 3 枚のパネルを追加する操作の実行例
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