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1 はじめに

凸多面体が剛であることは Cauchy の時代から知ら

れており 3), 凸でなく辺で折り曲がる変形する多面体

でも閉じていれば，内部の体積が変わらないことが知

られている 2, 4)．また，E. Demaine らによる有名な

本 5)によれば，任意の球面に同相な多面体には，平坦

に折り畳まれた状態があることが知られている．さら

に，第 2，第 3 著者によって，正多面体を切り開いた

り，引き伸ばすことをしないで，連続的に一つの面に

折り畳めることが示された 7)．

しかし，第 1 著者が正十二面体の折り畳みの動画を

作成する際に，そのまま折り畳むと不具合が生じるこ

とが分かった．本研究では，第 2，第 3 著者の証明の

方向 7) に沿って自己交差の生じない正十二面体の連

続的に一つの面に重なるような折り畳み方法を明らか

にした．

本研究では，以下のように多面体の連続的な折りた

たみを定義する．

定義 1 P を多面体とし, 以下の条件を満たすとき，多

面体の集合 {Pt : 0 ≤ t ≤ 1} を P = P0 から P1 への

連続的な折りたたみ過程の多面体の集合とする．

(1) 0 ≤ t ≤ 1 としたとき, P と等長な Pt が存在，

(2) 写像 [0, 1] ∋ t 7−→ Pt ∈ {Pt : 0 ≤ t ≤ 1} とし,

(3) P0 = P とし，P1 を P が折りたたまれた状態と

する．

また, 各定理の証明は投稿予定の論文 6)に掲載予定

であるため，本稿では省略する．

2 準備

2.1 菱形の折りたたみ

頂点 u と v をつなぐ線分を uv とし, dist(u, v) (ま

たは単純に |uv| とする) を u と v のユークリッド距

離とする. ここで h を菱形 R = abcd の中点とする．

R を bd を谷折として半分に折り，さらに半分に折る

ことで四層に重なった直角三角形を得る．この際には,

はじめに dist(a, c) が 0 へと減少し, その後 dist(b, d)

が 0 へと減少する．

以下に示す方法で折りたたむことにより，2 つの距

離 dist(a, c) と dist(b, d ) を同時に減少させていくこ

とができる．この事実は第 2，第 3 著者により証明さ

れている 7)．

ここで, q を hc 上の任意の頂点とする．R を ah,

bh, ch, qb, qc, qd を山折とし，hq を谷折として折る．

このとき三角形 △bhq と △dhq はそれぞれ △abh と

△dah に重なる (図 1 (a), (b))．ここで, このような図

形を q に関する R = abcd の翼型菱形折りたたみと呼

ぶ. また，u′ を R の u に関する任意の点としたとき,

dist(a′, c′)及び dist(b′, d′)は一意に定まらず，柔軟で

あることに注意する．しかしながら，それらの距離を

固定することで hc 上に一意に頂点 q が定まる．

補題 1 7) R = abcd を菱形とする．任意の実数の組

をそれぞれ l (0 ≤ l ≤ |bd|), m (0 ≤ m ≤ |ac|) とし, h

を R の中点としたとき, R の翼型菱形折りたたみは
dist(b′, d′) = l, dist(a′, c′) = m となるような線分 hc

上に頂点 q が存在する．
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図 1 (a) 菱形 R = abcd (b) 距離 dist(b′, d′) = l,

dist(a′, c′) = m とする翼型菱形折たたみ
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2.2 正十二面体

P を正十二面体とし，P の 12個の正五角形を Fi(1 ≤
i ≤ 12) とする．P の 20 個の頂点を v5i+j(0 ≤ i ≤
3, 1 ≤ j ≤ 5) とし，F1 と F12 は xy-平面に平行であ

るとし, F1 の中心は原点とする (図 2(a), (b)). 頂点集

合は 0 ≤ i ≤ 3 としたとき, xy-平面に平行な正五角形

となる 4 つの部分集合 Vi = {v5i+j : 1 ≤ j ≤ 5} とな
り, 特に V1 と V4 はそれぞれ F1 と F12 の頂点集合と

なる (図 2(a), (b))．Fi(2 ≤ i ≤ 6) と Fi(7 ≤ i ≤ 11)

はそれぞれ F1 と F12 について F1 ∩ F6 = v1v5 およ

び F12 ∩F7 = v16v17 の順に共通の辺を持つものとし，

F2 ∩ F7 = v7v11 とする (図 2 (a), (b)).

また, {V1, V4} と {V2, V3} は黄金比 τ = (
√
5+ 1)/2

となる半径の円柱上に位置する．
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図 2 (a) 正十二面体の各頂点のラベル付け (b) 正十

二面体の各面のラベル付け (c) 折りたたみ開始直後の

正十二面体 (d) 平坦となる直前の正十二面体

P が平坦に折りたたまれた状態である P1 は以下で

ある．

(1) P1 は本質的に P と同等である.

(2) F1 と F12 は変化せず，F12 は 2π/5 回転し，F1 上

となる．

(3) Fi(2 ≤ i ≤ 6) は谷折で半分となり, 2 ≤ i ≤ 5 につ

いて vi+4 は vi 上であり, v10 は v1 上となる.

(4) F7 は線分 {v11g7, v7g7, v17g7} の谷折とm7 を v11

と v7 の中点としたとき，線分 g7m7 の山折で折られ

る (図 2(c), (d) および図 3).

F12 を F1 に向けて 2 面が平行であることを保ちな

がら, 回転しながら押し下げることにより，P を F12

へと連続的に平坦にすることができる．本研究では第

2, 第 3 著者が提案した平坦化の過程7)で，2 段の変形

反角柱と呼ぶ図形 Qに到達したのち，自己交差が生じ

ることがわかり，新たな折りたたみ方を提案している．

次章では Q について述べ, 自己交差を起こさない新

たな連続的な変形を提案する．
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図 3 (a) P0 のときの F4 と F9 (b) 折りたたまれた

F4 と F9

2.3 2 段の変形反角柱

反 n 角柱は，三角形の互い違いの帯によりつながれ

た 2 つの平行で同じ n 角形により構成される多面体

である．底面が正多角形で側面が等辺三角形のとき，

その反多角柱は一様反多角柱と呼ばれる．一様な反多

角柱について，側面の辺を半分除き，底面と上面の頂

点をつなぐ辺を図 4 のように追加する．この操作によ

り，異なる等辺三角形を側面にもつ反角柱を得ること

ができる．このような多面体を変形一様反角柱または

変形反 n 角柱と呼ぶ．

また，n = 5 のときは，一様反五角柱の高さは底面

の五角形の外接円の半径と等しい．変形反五角柱につ

いては，二等辺三角形の辺の長さの比は 1 : 1 : τ =

(
√
5 + 1)/2 (黄金比) となっている.

2 つの同じ変形反五角柱を用意し，底面を除いた変

形反五角柱を上面を除いた変形反五角柱の上に置く．

さらに，それらの接する五角形の辺をつなげることで，

2 つの平行な五角形をもつ多面体を得ることができる.

そのような多面体を 2段の変形反五角柱と呼ぶ (図 5).
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(b)(a)

図 4 (a) 一様反五角柱 (b) 変形反五角柱

(b)(a)

図 5 (a) 2 つの同じ変形反五角柱 (b) 2 段 の変形反

五角柱

3 正十二面体から 2段の変形反角柱への連続的な折り

ここで P を 2章において定義した正十二面体である

とする．F1及び F12をそれぞれ底面，上面とし，その他

の側面の組を{F2, F7}, {F3, F8}, {F4, F9}, {F5, F10},
{F6, F11} とする. ここでは，それらの 5 つの組を三角

形に分割する．例えば，{F2, F7} は線分 v1v11, v1v7,

v17v11, v17v7 により分割される (図 2(2)). 他の組も同

様に分割する. {F2, F7} より, 2 つの三角形 △v1v11v7,

△v17v11v7 を取り除き，v1v11 を v1v7 に，v17v11 を

v17v7 とつなげる. 同様の操作をそれぞれの組に対し

て行い，得られる形は 2 段の変形反五角柱 Q である．

本研究では, P から Q への連続的な動きが存在するこ

とを示しており, その動きは第 2，第 3 著者が提案し

た動き7)を修正したものである．

以下の定理を示した．

定理 1 正十二面体は 2 つの五角形の面が剛である 2

段の変形反五角柱へと，回転移動のみによって連続的

に折ることができる．

図 6 に正十二面体が 2 段の変形反五角柱へと連続

的に折られる様子を示す.

(i) (ii) (iii)

(iv) (v) (vi)

(vii) (viii) (ix)

図 6 正十二面体が 2 段の変形反五角柱へと連続的に

折られる様子

4 2 段の変形反五角柱の連続的な平坦化

正十二面体を連続的に平坦にする動きを得るために，

2 段の変形反五角柱が連続的に平坦にすることが可能

であることを示した．

定理 2 2 つの五角形の面が剛である 2 段の変形反五

角柱は, 回転移動のみによって連続的に平坦にするこ

とができる．

(b)(a)

(d)(c)

図 7 (a) 2 段の変形反五角柱 (b) (a) が折りたたまれ

る過程の例 (c) (a) の隣接する 2 つの面 (d) (c) が折

りたたまれる過程の例
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図 8 に 2 段の変形反五角柱が平坦に折られる様子

を示す.

(i) (ii) (iii)

(iv) (v) (vi)

(vii) (viii) (ix)

図 8 2段の変形反五角柱が平坦に折りたたまれる様子

5 正十二面体の連続的な平坦化

定理 1, 定理 2 より，以下の定理を得る．

定理 3 正十二面体は回転移動のみにより，連続的に平

坦に折りたたむことができる．

6 今後の課題

本稿では正十二面体の自己交差の生じない新たな折

りたたみ方法を提案したが，正二十面体や，切頂十二面

体といった他の多面体を自己交差の生じない，平坦に

する連続的な動きは明らかになっていない．また，正

多面体ではない一般の多面体について，同様な折りた

たみによって自己交差の生じない平坦化が可能である

か，ということに関しても証明されておらず，今後の

課題としたい．
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