
 

極大凸多角形集合による平面被覆問題の解の全列挙と最適解の抽出手法 
 
 

○瀧澤 重志*1 
  

キーワード：Space Syntax，可視グラフ，極大凸多角形，極大クリーク列挙，極小横断列挙 
 

1. はじめに 
Bill Hillier らが考案した Space Syntax1) （以下 SS）は，

建築や都市の空間構成を定量的に分析する手法として現

在世界中で普及が進んでいる．SS の分析手法の中でよ

く用いられているのは Axial map である．これは空間の

幾何的な特徴で決定される視線のネットワークとして空

間を分節化し，Integration value や Depth などのネット

ワーク分析の指標によって空間のつながりを特徴づけよ

うとするものである．この手法が提案された当初は，

Axial map は手作業で作成されていたが，計算機への実

装が考えられるようになると，その理論的背景が弱いこ

とがたびたび指摘されてきた．Hillier の定義によれば，

Axial map は空間全体を監視できる最小個数かつ最長の

視線の集合とされていた．しかしこの言葉通りにアルゴ

リズムを実装しようとしても，人が手で描いたような図

を作ることが難しいことがわかってきた．  
これらの問題に対応するために，1990 年代後半から，

何人かの著名な研究者によって Axial map を自動生成す

るアルゴリズムが提案されてきた．例えば Peponis らは，

平面を凸領域に分割し，それらを全て横断し，かつ連結

制約とトポロジカル制約を満たす最小の視線集合を求め

るヒューリスティクスを開発した 2)．また，Turner らは，

平面内のオブジェクトの各頂点を結んだすべての視線の

集合から，極大なものだけを選ぶ Subset elimination と呼

ばれる手法を用いて視線を間引き，さらにいくつかのヒ

ューリスティクスを加えて Axial map を作成する方法を

提案した 3)．しかしいずれの方法も近似解法にとどまっ

ている．なぜならばこれらの問題は，空間全体を見渡す

最小の視線や領域の組み合わせを求めることが本質であ

るが，これらは集合被覆問題と呼ばれる NP 困難な問題

に属するからである．加えて，もともとの凸分割を求め

る問題も NP 困難である．さらに，空間の被覆・凸分割

のパタンも一通りではなく，複数存在し得る．これらに

加えて，視線の接続関係やトポロジカルな関係の制約が

問題を一層困難にしている．関連して，現代の空間は分

節が曖昧になってきているが，そうした空間に対して

Axial map のような線で置き換えるタイプの分析手法は

向いているとはいえない． 
一方計算機科学の分野では，こうした計算困難な問題

に対して，計算機の性能向上や新たなアルゴリズムの開

発などで，ある程度の規模の問題であれば，実時間で厳

密解を求められるほど技術革新が進んでいる．その中で

本研究では列挙アルゴリズムに着目する．代表的なアル

ゴリズムに，バックトラック，逆探索，ZDD4)を利用した

ものなどの手法がある．本研究で扱う列挙問題は，極大

クリーク列挙とハイパーグラフの極小横断列挙と呼ばれ

るもので，いずれも実用規模のデータに対する高速なア

ルゴリズムが提案されている． 
上記の背景から本研究では，Axial map の抱える問題

を解決し，従来の線的なつながりではなく，まとまりの

ある領域のつながりとして空間全体を分節化するために，

極大凸多角形による平面被覆問題を定義し，最新の高速

列挙アルゴリズムを用いて全解列挙し，最適解を抽出す

る方法を提案する． 
 
2. 提案手法 
 本研究での平面被覆問題は，平面上に配置されたポリ

ゴンの隙間の空間を，くまなく極大な凸多角形によって

被覆するための最小個数の凸多角形の組み合わせを求め

る問題とする．なおポリゴンの線分はすべて直線とする． 
2.1 空間の分割 
 2.2 で示すように，入力されたポリゴンデータの頂点を

結んで可視グラフを作り，3.3 でそれらのクリーク，すな

わち凸な多角形となる可視領域を列挙する．図 1 は，正

方形の平面内に 4 つの正方形がある空間における可視領

域のタイプを示している．A は存在するオブジェクトの

端点を結んでできる可視領域で，有限個数ある．一方，

B，C は，その領域の端点の一部もしくはすべてが，オブ

ジェクトの端点を通らないタイプの可視領域であり，こ

れらは無限個存在する．B,C のタイプの凸多角形は，無 
 

 
図 1 可視領域のタイプ 
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限個考えられることと，まとまった空間として認知され

にくいと思われるので，本研究では考慮しない．一方 A
のタイプの可視領域だけではバリエーションが少ないこ

とと，空間認知の観点から，次の考え方で拡張する．

Peponis は，壁面を延長して，それが他の壁面と交わる点

を結んで空間を分割する手法を提案し，s-partition と名

付けた 5)．例えば，図 1 における領域 D の赤丸の頂点は

s-partition によって分割されて新たに加えられた頂点で

ある．s-partition は壁面線の境界で空間を分割するが，こ

の場所は空間の可視性が大きく変化するので，空間の認

知に大きな影響を与える場所と考えられる．そこで本研

究では s-partition によって壁面線を分割し，分割された

線分の頂点と，もともと入力されたポリゴンの頂点から

なる集合を𝑉𝑉として，可視グラフを作成する． 
2.2 可視グラフの作成 
 𝑉𝑉の全ての頂点ペア𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉,𝑢𝑢 ≠ 𝑣𝑣について，それらを

端点とする線分を引き，それが他の壁面線と交わらない

場合，その線分を残す．そして，それらの線分集合を𝐸𝐸と
する可視グラフを𝐺𝐺 = (𝑉𝑉,𝐸𝐸) とする． 
2.3 極大クリーク（極大凸多角形）の列挙 
 可視グラフ𝐺𝐺の頂点が 3 点以上のクリークはお互いに

可視な部分グラフ，すなわち凸多角形となる．例えば図

2 のように，矩形の障害物が置かれている平面において，

頂点{𝑎𝑎,𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑑𝑑, 𝑒𝑒}からなる可視グラフが描かれているとす

る．この可視グラフには，頂点{𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐}, {𝑎𝑎, 𝑏𝑏,𝑑𝑑}, {𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑑𝑑}, 
{𝑐𝑐,𝑑𝑑, 𝑒𝑒}, {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑑𝑑}からなる五つの（頂点が三つ以上の）ク

リークが含まれている．これらのうち頂点{𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐}, 
{𝑎𝑎, 𝑏𝑏,𝑑𝑑}, {𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑑𝑑}のクリークは，{𝑎𝑎,𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑑𝑑}のクリークの部

分グラフとなっているので無視できる．そうして残った

頂点{𝑎𝑎,𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑑𝑑}と{𝑐𝑐,𝑑𝑑, 𝑒𝑒}からなるクリークを極大クリー

クと呼ぶ．𝐺𝐺からこれら極大クリークのみを，既存の極大

クリーク列挙手法を使用して列挙する．本研究では ZDD
をベースとした Coudert のアルゴリズム 6)を使用する．

列挙された極大クリークの集合を𝐶𝐶，それから構成され

る凸多角形の集合を𝑃𝑃(𝐶𝐶)とする． 
2.4 サンプリング点の設定 
𝐶𝐶の要素によって平面を被覆する．平面をくまなく被

覆するためには，計算幾何学のアレンジメントの問題を

解く必要がある．アレンジメントとは，互いに交差する

超平面によって分割された空間構造のことである．本研

究では得られた極大凸多角形の線分によって平面を分割

することに相当する．しかし，アレンジメントの計算は

計算量が線分の数の 2 乗のオーダーで増え，極端に小さ

い閉領域が発生しやすくなる．これらは建築的に意味の

ある大きさではなく，それらが増えれば，2.5 の列挙で計

算爆発を起こしやすくもなる． 
そこで本研究では，空間内に細かくサンプリング点を

設け，それらを被覆することで目的を達成する．計算の 

 
図 2 可視グラフとクリーク 

 

 

図 3 サンプリング点全体 (左) と判定に必要な点 (右) 
 
複雑度は，極大凸領域の数に依らず，サンプリング点数

のオーダーに固定される．ここでは間隔 𝑙𝑙 の格子グリッ

ド上で点を発生させる．これらの点すべてを使う必要は

なく，2.5 の計算で必要な点集合に間引き，それを𝑆𝑆とお

く．例えば図 3 左は二つの凸多角形𝑝𝑝1, 𝑝𝑝2内に等間隔に点

を発生させた例であるが，2.5 の計算には，𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2の 2 点

があれば十分である．これは，各点からみて，その点が

𝑝𝑝1, 𝑝𝑝2の各領域に含まれるか否かを計算し，含まれる領域

のパタンが既に採用された他の点のパタンと同じであれ

ば，その点は捨てるという単純なアルゴリズムで判定で

きる．さらに，この例の場合，上記のアルゴリズムで𝑠𝑠3
も抽出されるが，𝑠𝑠3は𝑝𝑝1と𝑝𝑝2の両者に含まれるので不要

と判断する．なぜなら，𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2が含まれる領域はそれぞれ

𝑝𝑝1, 𝑝𝑝2だけであるから，𝑝𝑝1と𝑝𝑝2は必ず使われる．したがっ

て，両者に含まれる𝑠𝑠3は冗長な点となる．逆に𝑠𝑠3のみを

残すと，𝑝𝑝1と𝑝𝑝2のいずれかを残せば𝑠𝑠3を被覆できるので，

𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2のいずれかが被覆されなくなる． 
2.5 最小個数の凸多角形の抽出 
 図 4 のように，サンプリング点𝑠𝑠1~𝑠𝑠10 ∈ 𝑆𝑆と凸多角形

𝑝𝑝1~𝑝𝑝5 ∈ 𝑃𝑃(𝐶𝐶)があるとする．このとき，表 1 のように，

各サンプリング点を含む凸多角形の部分集合の組み合わ

せを𝐸𝐸′とすると，𝐻𝐻 = (𝑃𝑃,𝐸𝐸′)をハイパーグラフ，𝐸𝐸′をハイ

パーエッジと呼ぶ．このとき，すべての𝐸𝐸′と交わる𝑃𝑃の部

分集合を𝐻𝐻の横断（hitting set），横断の中で極小なものを

極小横断と呼ぶ．本研究の問題の場合，極小横断とはサ

ンプリング点を包含する凸多角形の極小な組み合わせの

ことである．この例の場合，極小横断は， {𝑝𝑝2, 𝑝𝑝5}と
{𝑝𝑝3, 𝑝𝑝4, 𝑝𝑝5}の二組存在する． 

この極小横断の中に求めたい最小個数の凸多面体の

組み合わせがある．集合の極小横断を求める問題と最小 
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図 4 サンプリング点を包含する凸多角形の極小横断 
 

表 1 図 4 において各点を包含する凸多角形 
点 包含する凸多角形 点 包含する凸多角形 
𝑠𝑠1  
𝑠𝑠2  
𝑠𝑠3  
𝑠𝑠4  
𝑠𝑠5   

{𝑝𝑝2, 𝑝𝑝4}  
{𝑝𝑝1, 𝑝𝑝2, 𝑝𝑝4}  
{𝑝𝑝3, 𝑝𝑝5}  
{𝑝𝑝1, 𝑝𝑝2, 𝑝𝑝3, 𝑝𝑝4, 𝑝𝑝5}  
{𝑝𝑝2, 𝑝𝑝3}  

𝑠𝑠6  
𝑠𝑠7  
𝑠𝑠8  
𝑠𝑠9  
𝑠𝑠10  

{𝑝𝑝1, 𝑝𝑝3, 𝑝𝑝4, 𝑝𝑝5}  
{𝑝𝑝1, 𝑝𝑝4, 𝑝𝑝5}  
{𝑝𝑝3, 𝑝𝑝5}  
{𝑝𝑝5}  
{𝑝𝑝1, 𝑝𝑝5}  

 
の被覆を求める問題は等価であり，NP 困難である．しか

し近年，こうした問題に対しても，ある程度の規模まで

ならば効率的に解けるアルゴリズムが開発されており，

本研究ではそれらの一つであるハイパーグラフの極小横

断の列挙アルゴリズムを利用する．現在のところ，最も

効率的なアルゴリズムといわれているのは戸田のアルゴ

リズム 7)であるので，それを実装して利用した． 
 このアルゴリズムを使うことで，𝐻𝐻を入力し，その極

小横断の集合を ZDD の形で取得できる．本研究で求め

たいのは最小個数（極小と意味が違うことに注意）の凸

多角形の組み合わせで，かつそれらの中で面積の和が最

大なものである．一般に極小横断は膨大な数が得られる

ので，それらを一つ一つ展開してチェックするのは困難

である．そこで，ZDD のデータを圧縮したままライブラ

リ（Graphillion8））の集合演算の機能を利用して効率的に

解を求める．まず最小個数の組み合わせの集合を

PermitSym 関数で取得し，それらの中から重みを各凸多

角形の面積として，Choose_Best 関数で重み最大の組み合

わせを抽出する．この他に，面積の大きい凸角形から辞

書式順序で組み合わせを抽出することも簡単にできる． 
 
3. 検証 
 検証に用いた空間は，藤本壮介による情緒障害児短期

治療施設のフロアプランを模したものである（図 5）．個

室群がオープンスペースでルーズに接続された構成とな

っている．図 6 が計算対象となる空間のみを抜き出した

領域で，図 7～11 が 2 章で示したプロセスに対応し，図

12 が最終的に得られた被覆である．この例ではサンプリ

ング点の間隔 𝑙𝑙 = 10cmとして計算した．人間の目で見て

も，違和感なく凸多角形の被覆ができていると思われる． 
計算には一般的なノートパソコン（VAIO Z, CPU: Core 

i7-5557U, memory: 16GB, OS: Windows 8.1 Professional, 
compiler: Microsoft Visual C++2015）を用いて行った．得

られた主なオブジェクトの個数は以下の通りである．可

視グラフのノード数：179，同エッジ数：1728，得られた

極大クリークの数：219，うち壁無しクリークを排除した

もの：216，サンプリング点の数：1072，得られた極小横

断の数：1543606641113586432（1543 京），最小個数の極

小横断の数：凸多角形 35 個のものが 18480 通り．さらに

計算にかかった時間等は以下の通りである．極大クリー

ク列挙：0.05 秒，極小横断列挙：0.5 秒，最小個数の極小

横断集合の探索：1 秒，最大面積の極小横断の探索：0.01
秒，使用メモリ：70MB． 
 
4. まとめ 

本研究では，SS の抱える問題点を解消するために，凸

多角形による平面被覆問題を定義し，その厳密解法を提

案し検証を行った．その結果，高速に膨大な組み合わせ

と厳密解を求められることを確認した．今後の課題とし

て，大規模な空間に適用する為のアルゴリズムの改良・

数理計画ソルバの併用や，ハイパーグラフを活用した空

間の評価指標の構築などがあげられる． 
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図 5 対象としたフロアプランの略図 

 

図 6 空間のみを抽出した領域 

 

図 7 s-partition 

 

図 8 可視グラフ 

 

図 9 列挙された極大凸多角形の集合 

 

図 10 すべてのサンプリング点 
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図 11 被覆の判定に必要なサンプリング点 

 

図 12 最終的に得られた被覆
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