
������の最適化ライブラリを用いた様々な構造最適化の実例
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� はじめに

近年，建築構造物の設計プロセスに最適化手法を導入

した研究は盛んに行われているが，まだ実務の世界にお

いて一般的に使われるまでには至っていない。最適化手

法を理解し，建築構造デザインへ応用するためには，数

学的な素養とともにプログラミング技術が不可欠とな

る。プログラミング言語は，大きく分けて重量言語と軽

量言語の �つに分類される �表 	
。

表 � 重量言語と軽量言語
代表的な言語 計算速度コンパイル言語ルール

重量言語 �������� �		など 速い 必要 煩雑
軽量言語
���� 

����� ���
など 遅い 不要 簡潔

建築の分野で最適化手法を扱う研究者のほとんどは，

重量言語により最適化プログラムを開発している。しか

し，科学技術計算の知識に乏しい初学者にとってそれら

の重量言語は習得に時間を要し，このことは建築の世界

において最適化手法を扱うことのできる実務家が不足し

ている一因となっている。

一方で軽量言語は，初学者が短期間で習得可能である

ため，教育用のプログラミング言語として有用である

と考えられる。中でも ������は，非常に分かりやすい言

語ルールと高い汎用性を持ち，加えてフリーでオープン

ソースであることから近年利用者が急増しており，膨大

な数のサードパーティライブラリが存在し，最適化手法

も豊富なライブラリにより容易に利用することができ

る。一般に軽量言語は計算が遅く，これは科学技術計算

において致命的な欠点となりうるが，�����
�や �言語で

作られた ������ ライブラリを利用することでこの欠点

は回避することができるため，教育用だけでなく，研究

用，実務用としても十分活用可能な言語である。事実，

����，������，��� などがプログラム開発に ������を

取り入れている。

しかしながら，日本で ������ を用いて建築構造物の

最適化を行っている研究者は多くなく，最適化ライブラ

リもほとんど利用されていない。本論文では，������の

様々な最適化ライブラリを紹介し，それらを用いること

で，建築構造に関する様々な最適化問題を容易に解くこ

とができることを数値解析例を通じて示す。フリーかつ

オープンソースの ������ の最適化ライブラリを活用す

ることで，初学者が建築構造の世界における最適化手法

に対してなじみやすい環境を構築することを目指す。

� ������の最適化ライブラリの紹介

������には，科学技術計算に関する膨大なライブラリ

が存在し，現在も世界中の技術者により開発が続けら

れ，その数は増え続けている。その中で，建築の構造最

適化を行うにあたり有用な最適化手法に関するライブラ

リとしては，以下のものが挙げられる。

表 � 代表的な ������ 最適化ライブラリ
最適化手法の種類とアルゴリズム 主な対応ライブラリ

数理計画法

滑降シンプレックス法 �������

����		法 �����
共役勾配法 �����

準ニュートン法 �����

�����
��法 �����

記憶制限準ニュートン法 �����
������法 ������ �������

逐次最小二乗法 ������ �����
逐次二次計画法 �����

拡張ラグランジュ関数法 �����
��
��
法 �����
��汎関数法 �����

フィルタ信頼領域法 �����
ペナルティ法 �����

改良型 ������ �
�	������ �����
線形計画問題一般 �!���� � �����∗
二次計画問題一般 �����

二次制約二次計画問題一般 �����
二次錐計画問題一般 �����

半正定値計画問題一般 �����
幾何計画問題一般 �����

混合整数計画問題一般 �����

発見的手法

粒子群最適化法 ������ �������

ハーモニーサーチ ������ �����
遺伝的アルゴリズム ������ ������ "#����

蟻コロニー$蜂コロニー最適化 ������ �����
力まかせ探索 �����

ベイズンホッピング ������ �����
差分進化 ������ �����

擬似焼きなまし法 ������ �����
モンテカルロ法 �����

共分散行列適応進化戦略 �����

※ ������� 自身は最適化ソルバーではなく，������経由で ���#%� �!��&�
���� �'��� ���#�などの外部ソルバーを利用可能にするモデラーである

上記ライブラリはすべてライセンスフリーである。こ

こに紹介したライブラリ以外にも数多くの最適化ライ

ブラリが存在し，数理計画法から発見的手法まで様々な

アルゴリズムが網羅されている。�����，�����，�����，

����，����，� ��� のいずれについても，公式サイト

に詳細な !���"���
���� が用意されているので参考にさ

れたい ����� 。����� の ��#���$�� 法のソルバーである

%"�� ���のように，ピュアな ������コードで書かれてい

るため計算速度の遅いものも中には存在するが，ほぼ全

てのソルバーは �����
�または �言語で記述されており，

高速に実行可能である。

なお，各ライブラリの公式 &� によれば，最適化アル

ゴリズムを格納した関数群の呼称は，����"�'��あるいは

"����!などとそれぞれのライブラリごとに異なるが，本

論文ではすべて「ソルバー」という呼称に統一する。
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����による最適化例
曲面積最小化問題


曲面をテンソル積ベジエ曲面で記述し，曲面の外周を

除いた制御点座標を設計変数とし，曲面積を最小化する

次の無制約単一目的最適化問題を考える。

"���"�'� A(q∗
z) =

∫ 1

0

∫ 1

0

√
EG− F 2dudv �	


ここで u* v ∈ [0, 1] はテンソル積ベジエ曲面のパラメー

タ，q∗
z は外周を除いた制御点 z 座標，E* F * G は曲面の

第 	基本量である ��� 。膜構造の設計の初期段階では，等

張力条件を満足する膜曲面形状が設計の基本曲面となる

が，これは極小曲面と等価な形状となることが知られて

いる。問題 �	
 を解くことで，テンソル積ベジエ曲面の

形状表現の自由度の範囲内で近似的に極小曲面を創生す

ることができる。

例として，	+"×	+"の正方形平面を有し，,つの直線

で囲まれた境界を持ち，ランダムな形状を有するテンソ

ル積ベジエ曲面 �図 	
 を初期形状として最適化を行う。

ベジエ曲面の制御ネットは 5× 5，設計変数の数は -であ

る。 ����� は，無制約最適化手法の多くのソルバーを有

するため，問題 �	
を解くのに適している。本論文では，

�����の %"�� ���#���法
，%"�� �� �共役勾配法
，%"�� .%�/
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�準ニュートン法
 の 0 つのソルバーを用いて最適化を

行った。

準ニュートン法により最適化を行った結果を図 �に示

す。また，0つのソルバーそれぞれの最適化過程におけ

る目的関数値の履歴を図 0に示す。いずれのソルバーを

用いても得られた解はほぼ同一の形状となった。目的関

数の値もすべてのソルバーでA = 118.86"2 となった。

140.67

118.86

図 � 目的関数の更新履歴 	��ステップまで


なお，最適化計算部分のプログラムは
���������ソルバー名 �目的関数�設計変数�オプションパラメータ 

のように簡潔に記述される。ソルバー名の部分を，%"��，

%"�� ��，%"�� .%�/ のように記述するだけで様々なソル

バーを利用することが可能である。

� �����による最適化例
ラチスシェルの構造最適化


図 , に示すような 0+"×0+" の正方形平面を有するラ

チスシェルを対象とした最適化を，非線形計画問題に対

する豊富なソルバーを有するライブラリである �����を

用いて行う。
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��� ひずみエネルギー最小化問題

ラチスシェルの古典的な構造最適化問題としては，ひ

ずみエネルギー最小化による剛性最大化曲面の創生があ

る。節点の鉛直方向座標を設計変数としたひずみエネル

ギー最小化問題は次のように定式化される ��� 。

"���"�'� f(r∗
z) =

1

2
d�Kd ��



subject to g1(r
∗
z) =

m∑
k=1

lk ≤ L̄ ��.


ここで r∗z は支点を除く節点の z 座標を並べたベクトル，

f はひずみエネルギー，dは節点変位ベクトル，K は弾

性剛性マトリクスである。制約 ��.
は総部材長制約であ
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図 � 目的関数の更新履歴 	��� ステップまで


り，m は部材数，lk は k 番目の部材の部材長，L̄ は総部

材長の上限値であり，ここでは初期形状での値を指定す

る。断面一定の場合，制約 ��.
は体積制約と同義である。

問題 ��
 のようなひずみエネルギー最小化問題を解く際

には，節点変位を求めるために大規模疎行列である K を

含む連立方程式を繰り返し解く必要があるが，����� の

スパースソルバーなどのライブラリを利用することで高

速に計算できる。

����� の ��1� �逐次二次計画法
，���1� �逐次二次計

画法
，����2 ���汎関数法
，���3��2 �改良型 ����4/ �5

アルゴリズム
，�������� �拡張ラグランジュ関数法
，

� �2�(�� �フィルター信頼領域法
，���� � ����� �

法
 の 6 つのソルバーを用いて最適化を行った ���1� と

���1�はいずれも逐次二次計画法のソルバーであるが，

二次計画問題を解く際の解法や前処理操作などがそれぞ

れ異なる
。��1�により最適化を行った結果を図 7に示

す。また，6つのソルバーのそれぞれの最適化過程にお

ける目的関数値の履歴を図 )に示す。いずれのソルバー

を用いても得られた解はほぼ同一の形状となった。目的

関数値もすべてのソルバーの解で f = 2.6658�"となっ

た。ただし，ソルバーによって収束性は大きく異なり，

�������� と � �2�(�� を用いた場合には 	++ ステッ

プでは収束せず，多くの繰り返し計算を必要とした。

��� 部材長一様化制約の考慮

最適化問題 ��
 に部材長一様化制約を導入することで

施工性を考慮できる。部材長を一様化する場合，設計変

数は節点の鉛直方向座標だけでは不十分であり，平面方

向にも形状を修正する必要がある。そのような問題は次

のように定式化される ��� 。

"���"�'� f(r∗) =
1

2
d�Kd �0



subject to g1(r
∗) =

m∑
k=1

lk ≤ L̄ �0.


g2(r
∗) =

m∑
k=1

(lk − l	
�)
2 ≤ ε �0�


�

平面図 �.
鳥瞰図
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�� 
���

最適形状 ������ 
���� 1.0 × 10−4 
��
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��
立面図 �!
物理諸量
図 � 最適形状 	����


ここで r∗ は支点を除く節点の x, y, z 座標を並べたベ

クトルである。g2 は部材長偏差で，この値が +になった

時に部材長は一様化される。解析上は，ε に十分小さな

値を指定することで部材長の一様性を確保する。l	
� は

平均部材長である。

部材長一様性確保のための指定値を ε = 1.0 × 10−4

とし，前述の 6 つのソルバーを用いて最適化を行った

が，最適解が得られたのは，��1�，���1�，��������，

� �2�(�� のみで，その他のソルバーについては実行可

能解が得られなかった。これは，制約 �0�
は非線形性が

強く，かつ非常に厳しい幾何学的制約であり実行可能

領域が限定されたためと考えられる。��1� により最適

化を行った結果を図 6 に示す。ここで，図中 �!
 におけ

る lmax* lmin はそれぞれ初期形状9最適形状における部材

長さの最大値および最小値を表す。0つのソルバーにつ

いては解が得られなかったが，解を得ることのできた ,

つのソルバーについては，いずれも得られた解はほぼ同

一の形状となった。目的関数値もすべて f = 0.54558�"

となった。初期形状において，lmax と lmin の差はおよそ

)-6"" であったが，最適形状においてはその差は �""

となっており，部材長がほぼ完全に一様化されているこ

とが確認できる。

なお，最適化計算部分のプログラムは

��������! " ソルバー名 � 

��������!�#��$������ソルバー依存のオプションパラメータ 

��� ���� " $������������%目的関数名&� 目的関数 

��������!���� �����各ソルバー共通のオプションパラメータ 

のように簡潔に記述される。ソルバー名の部分を ��1�，

���1�，����2，��3���2，��������，� �2�(��，���$

� � のように記述するだけで様々なソルバーを利用す

ることが可能である。

� ����
 による最適化例
平面骨組のトポロジー最適

化


部材断面の離散性を考慮した平面骨組のトポロジー最

適化問題は，既往の研究では発見的手法によるものや混

合整数計画法 �� �
 を用いた手法が提案されている。後

者の方法による場合，平面骨組のコンプライアンス最小

化問題は，次のような混合整数二次錐計画問題 �� ����
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として定式化できることが知られている ��� 。

"���"�'� 2

m∑
e=1

3∑
l=1

wel �,



subject to we1 + ae ≥
∥∥∥∥∥∥
⎡
⎣we1 − ae√

2le
E

se1

⎤
⎦
∥∥∥∥∥∥ , e = 1, · · · ,m

�,.


we2 + Ie ≥
∥∥∥∥∥∥
⎡
⎣we2 − Ie√

6le
E

se2

⎤
⎦
∥∥∥∥∥∥ , e = 1, · · · ,m

�,�


we3 + Ie ≥
∥∥∥∥∥∥
⎡
⎣we3 − Ie√

2le
E

se3

⎤
⎦
∥∥∥∥∥∥ , e = 1, · · · ,m

�,!


p =

m∑
e=1

3∑
l=1

qelbel �,�


m∑
e=1

leae ≤ V̄ �,%


ae =

r∑
j=1

ājtej , e = 1, · · · ,m �,�


Ie =
r∑

j=1

Ījtej , e = 1, · · · ,m �,�


tej ∈ {0, 1}, e = 1, · · · ,m; j = 1, · · · , r
�,�
r∑

j=1

tej ≤ 1, e = 1, · · · ,m �,:


ここで，E はヤング係数，le* ae* Ie(e=1,· · ·,m)は部材の

自然長，断面積，断面 � 次モーメントである。r は断面

の種類数であり，部材の断面性能は r 個の断面性能の組

(ā1, Ī1), · · · , (ār, Īr) から選択される。V̄ は体積の上限値

であり，設計変数は tej *wel* sel(e=1, · · · ,m j=1, · · · , r l=

1, 2, 3) である。tej は部材選択のための +$	 変数，wel は

最適化のための補助変数，sel は一般化応力である。

例として，図 ; のように，スパン中央に 	++8� の集

中荷重が作用する ,"×�" の単純支持の骨組が，4 スパ

ン× 2スパンのグランドストラクチャとして構成されて

いる場合の最適トポロジーを考える。

ヤング係数は E=210��
，体積の上限値は V̄=0.00275"3

とする。選択する部材は円形鋼管とする。鋼管の外形を

Re，内径を re = cRe とすると，e番目の断面性能の組は

P=100kN

1m 1m 1m 1m
4m

1m
1m

2m

図 � 中央集中荷重を受ける単純支持骨組のグランドストラクチャ

次式で計算される。

āe = π(1− c2)R2
e, Īe =

π

4
(1− c4)R4

e �7


このとき，Īe は āe の関数として次式で表される。

Īe = γ̄ā2e �)



γ̄ =
1

4π

1 + c2

1− c2
�).


本論文では，c=0.9とし，断面積のリスト ā = (ā1, · · · , ār)
が次のケースの場合について最適化を行う。

ケース 1
(r = 1) : ā =

(
0.0010

)
ケース 2
(r = 1) : ā =

(
0.0020

)
ケース 3
(r = 2) : ā =

(
0.0010 0.0020

)
ケース 4
(r = 3) : ā =

(
0.0010 0.0015 0.0020

)
ケース 5
(r = 6) : ā =

(
0.0010 0.0012 · · · 0.0018 0.0020

)
ケース 6
(r = 11) : ā =

(
0.0010 0.0011 · · · 0.0019 0.0020

)
凸計画問題のモデラーである � ���を用いて各ケース

についてトポロジー最適化を行った。� ��� では � �$

���のソルバーをいくつか指定することになるが，本研

究では ����� を指定した。最適化結果を図 - に示す。

ここで，図中の部材の線幅は，断面積の大きさを表す。

最適解はいずれも体積制約を満足しつつ，コンプライア

ンスの小さい部材配置が得られており，問題 �,
を � ���

を用いて解くことができた。ただし，ケース 	，7，) の

最適解において，部材の交差が発生していることがわか

る。実際の構造物を考えたときには部材の交差は許容さ

れないので，これらの最適解は現実的ではない。

そこで，� ����として定式化した問題 �,
に，部材の

交差を回避する条件を考慮することを考える。図 ;のグ

ランドストラクチャにおいて交差する部材の組数を q，

部材番号の組を

Cq =
((
C11 C12

) · · · (
Cq1 Cq2

))
�6


とおく。このとき，問題 �,
に次の制約を加えることで，

部材の交差を回避することができる。

r∑
j=1

tαj +

r∑
j=1

tβj ≤ 1,
α = Ck1, β = Ck2

k = 1, · · · , q �;


制約 �;
を考慮した最適化結果を図 	+に示す。コンプ

ライアンスは，交差条件を考慮しない最適解よりはやや

大きいものの小さく抑えられており，部材の交差が生じ

ていないことが確認できる。なお，最適化計算部分のプ

ログラムは


������"��'�
������� 


��������!! (��������設計変数 


��������!! '��#�������制約条件 


��������!! ��)�'��(��目的関数 


�������#��(��#��(��"ソルバー名� オプションパラメータ 
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ケース 	 ��
ケース �
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ケース 0 �,
ケース ,

�7
ケース 7 �)
ケース )

図 � 最適形状 	部材交差許容


�	
ケース 	

��
ケース 7

�0
ケース )

図 �� 最適形状 	部材交差回避


のように簡潔に記述される。ソルバー名の部分を，

"�/�8* ����.�* ����< のように記述するだけで様々なソル

バーを利用することが可能である。

� まとめ

本論文では，連続変数問題から離散変数問題に至るま

で様々な種類の構造最適化問題を，������の最適化ライ

ブラリのみを利用することで容易に解くことが可能で

あることを数値解析例を通じて示した。0節では，�����

を用いた最適化により，極小曲面を生成することができ

た。,節では，�����を用いた最適化により，剛性の高い

ラチスシェルが得られ，部材長の一様化も実現された。

7 節では，� ��� を用いた最適化により，高い剛性を有

する平面骨組のトポロジーが得られた。

������は軽量言語であり，シンプルで分かりやすい言

語ルールを有するため，初学者にも習得が容易であり，

プログラムのソースコードを非常に簡潔なものとするこ

とができる。本論文で紹介したもの以外にも数多くのラ

イブラリが存在し，あらゆる最適化手法のアルゴリズム

を幅広く網羅しており，その多くがフリーかつオープン

ソースで改変自由である。

������では，�����や �����のように一つのライブラリ

の中に様々な最適化ソルバーを有するライブラリを利用

することで，同一のインターフェースで複数の最適化手

法を手軽に比較検討することができる。ソルバーによっ

ては問題 �0
の最適解が得られなかったことからも分か

るとおり，最適化手法は，解く問題の規模や種類によっ

て解析の安定性や解の収束性は大きく異なるため，複数

の最適化手法を手軽に比較検討できるこの性質は，特に

研究や開発を行う上で非常に重要である。

������はその手軽さから，科学技術計算教育用のプロ

グラミング言語として近年アメリカで急速に利用者が増

えている言語であるが，教育用途のみならず，研究用，

実務用としても十分に活用できるものであると考えら

れる。
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