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　� はじめに

建築物の構造設計において，基礎杭の設計は非常に重

要な要素の一つであり，地盤という不確定要素に対して

堅牢な設計を慎重に行う必要がある。一般に実務におい

ては，杭位置に支点を設けた上部構造モデルを解析し設

計を行い，得られた反力を元に杭の設計を行うが，設計

期間の終盤というのは時間の制約が厳しい場合が多く，

杭の詳細な設計に十分な時間が割かれていないのが現状

である。一方，現場において杭工事は最初に行われる躯

体工事である。構造設計のプロセスにおいて最も後回し

にされるものが，現場においては最初に施工されるとい

うジレンマは，杭に対して堅牢な設計を慎重に行うとい

う要求を困難なものとしている。

そのような問題を解決するために，最適化手法を用い

た基礎杭の設計手法を提案し，実際に想定される地盤や

建物条件に対して同手法を適用する。

� 基礎杭の構造設計

前述した通り，一般に実務においては，杭位置に支点

を設けた上部構造モデルを解析し設計を行い，得られた

反力を元に杭の設計を行うことが多い。基礎杭の構造設

計では，各杭に作用する長期�短期の設計軸力ならびに地

震時に作用するせん断力を既知量として，以下の項目を

満足することを確認することとなる。

�� 基礎杭の許容支持力≥基礎杭に作用する軸力
�� 基礎杭の許容応力≥基礎杭に作用する応力

�，�について満足する杭の最適断面を求めることを目的

とする。ただし，本報告では，計算の簡単のため杭種は

鋼管杭に限定する。�について，地震時の曲げモーメン

トと軸力の合応力に対して及びせん断力に対して許容応

力度設計を行う。なお，地盤の塑性化は考慮しないもの

とする。

��� 基礎杭に作用する曲げモーメントとせん断力

基礎杭に作用する曲げモーメントとせん断力を求める

ために，杭体を弾性床上の梁と考えた伝達マトリクス法

による多層地盤解析を行う �� 。

まず，基礎杭を n個に要素分割し，i番目の要素に着目

する。要素分割は，定式化の都合上，杭頭を第 n 層，杭

先端を第 1層とする。各要素内では曲げ剛性，地盤バネ

の値が一定とすれば，弾性床上の梁の微分方程式は次式

で表される。

EiIi
d4y

dx4
+ ki�y = 0 ���

EiIi : i番目の要素の曲げ剛性 (断面一定なら iは不要)
x : i番目の要素の鉛直方向座標 (0 ≤ x ≤ Li)
y : 位置 xにおける杭の変位
Li : i番目の要素の長さ
ki� : i番目の要素の地盤反力係数 (= 700N)
N : 柱状図から得られる �値

基礎杭の曲げ剛性を杭頭部分で代表すれば，この式の

一般解は β = 4
√

k�B�/4EnIn として次式で表される。な

お，A�B�C�D は積分定数である。

y=eβx(A cosβx+B sinβx)+e−βx (C cosβx+D sin βx) ���

たわみ角，曲げモーメント，せん断力は次式となる。

y′ = β
[
eβx {(A+B) cos βx+ (B − A) sin βx}

+ e−βx {(−C +D) cosβx− (C +D) sin βx}] �	�

y′′ = 2EiIiβ
2
[
eβx {B cosβx− A sinβx}

+ e−βx {−D cosβx+C sinβx}] �
�

y′′′= 2EiIiβ
3
[
eβx {(B−A) cos βx− (A+B) sin βx}

+ e−βx {(C +D) cosβx− (C −D) sinβx}] ���

各要素で x(0 ≤ x ≤ Li) は鉛直下向き方向を正にとる

ものとする。杭先端をピンとした場合，第 �層の境界条

件 �x = 0 で変位 y および曲げモーメント y′′ が ��から次

式が成立する。

A1 + C1 = 0 2β2
1(B1 −D1) = 0 �
�

また，ξi+1 = βi+1/βi とおくと，第 i層と i+ 1層の変位，

たわみ角，曲げモーメント，せん断力の適合条件から次

式が成立する。

aiAi + biBi + ciCi + diDi = Ai+1 + Ci+1 ���

(ai − bi)Ai + (ai + bi)Bi − (ci + di)Ci + (ci − di)Di

= ξi+1(Ai+1 +Bi+1 −Ci+1 +Di+1)
���

EiIi(−biAi + aiBi + diCi − ciDi)
= Ei+1Ii+1

{
ξ2i+1(Bi+1 −Di+1)

} ���

EiIi {−(ai+bi)Ai+(ai−bi)Bi+(ci−di)Ci+(ci+di)Di}
= Ei+1Ii+1

{
ξ3i+1(Bi+1 − Ai+1 + Ci+1 +Di+1)

}
����

杭頭固定とすれば，たわみ角が � で杭頭せん断力 Q0 を

受ける条件より次式が得られる。

(an−bn)An+(an+bn)Bn+(−cn−dn)Cn+(cn−dn)Dn=0 ����

−(an+bn)An+(an−bn)Bn+(cn−dn)Cn+(cn+dn)Dn=− Q0

2EnInβ3
n

����

ai = eβiLi cosβiLi, bi = eβiLi sin βiLi

ci = e−βiLi cosβiLi, di = e−βiLi sinβiLi
��	�

以上をマトリクス表示すれば次式となる。

KA = f ��
�

－67－報告 H01



K=

⎡
⎢⎢⎢⎣

1 0 1 0
0 1 0 −1
a1 b1 c1 d1 −1 0 −1 0

a1−b1 a1+b1 −c1−d1 c1−d1 −ξ2 −ξ2 ξ2 −ξ2
−b1 a1 d1 −c1 0 −ξ22 0 ξ22

−(a1+b1) a1−b1 c1−d1 c1+d1 ξ32 −ξ32 −ξ32 ξ32 � � � · · · cn−dn· · · cn+dn

⎤
⎥⎥⎥⎦ ����

f =

[
0 0 0 0 · · · − Q0

2EnInβ3
n

]�
��
�

A =
[
A1 B1 C1 D1 · · · An Bn Cn Dn

]�
����

まず，杭頭せん断力を算出する。Q0 = 1��として連立方

程式 ��
�を解き積分定数A を求め，式 ���に代入するこ

とで，単位荷重あたりの杭の水平変位分布が得られる。

特に杭頭変位を δ̄ とすれば，杭の水平剛性は
k̄ = 1/δ̄ ����

となる。杭の総本数をmとし，e番目の杭の水平剛性を

ek̄ とし，地震時に作用するせん断力 �既知量� を Qとし，

杭頭はすべて同一変位するものとすれば，各杭の杭頭せ

ん断力 eq は次式で計算することができる。

eq = ek̄Q

/ m∑
i=1

ik̄ ����

各杭の杭頭せん断力 qe が求められれば，Q0 = qe として

再び連立方程式 ��
�を解き積分定数 Aを求め，式 �
�及

び式 ��� に代入することで杭体の曲げモーメント及びせ

ん断力分布が得られる。

��� 基礎杭の許容支持力

基礎杭の許容支持力は杭体で決まる支持力と地盤で

決まる支持力のいずれか小さい方で決定される。いずれ

も，基礎杭の工法や種類によって支持力の計算式が異な

るが，ここでは次式によって支持力が計算される鋼管杭

を想定する。

NaL = max

{
1

3
α · N̄ ·Ap,

F̄

1.5
·A · (1− α1)

}

NaS = max

{
2

3
α · N̄ ·Ap, F̄ ·A · (1− α1)

}

F̄ =

{
F ·

(
0.8 +

2.5t

B/2

)
· · · ��

t

B/2
≤ 0.08

F · · · ���������

α1 =

{ 0 · · · �� l/B ≤ 100
l/B − 100

100
· · · ���������

����

NaL, NaS : 長期／短期許容支持力
B, t, l, Dw : 杭の軸径，板厚，全長，先端の径
A,Ap : 杭の軸断面積，先端部面積
N̄ : 先端から上下 1Dwの平均 �値
F : 鋼材の �値
F̄ : 低減 �値
α1 : 長さ／径比による低減率
α : 杭先端支持力係数で，工法により異なるが

ここでは砂質土で 184，粘性土で 150とする

長期及び短期の軸力に対し次式を満足する必要がある。

NL ≤ NaL, NL + |NE | ≤ NaS ����

NL, NE : 長期荷重時／地震時の軸力

ここで，一般に地震時の検討はX �Y の �方向について正

加力時と負加力時の計 
ケースを検討するが，地震時の

軸力 NE は X �Y の �方向の正加力時の軸力のうち大きい

方の値であるものとする。

��� 基礎杭の許容応力

地震時の応力に対しては通常の鉄骨造の断面算定の場

合と同様に次式を満足する必要がある。

MSmax

Z
+

NL + |NE |
A

≤ F̄ ����

2QS max

A
≤ fs ��	�

MSmax : 杭体の短期荷重時曲げモーメントの最大値
QSmax : 杭体の短期荷重時せん断力の最大値
Z : 杭体の断面係数
fs : 鋼材の許容せん断応力度で F/

√
3とする

後の定式化の簡略化のため，上式を断面力の式に変形し

ておく。 MSmax ≤ MaS

MaS =

(
F̄ − NL + |NE |

A

)
· Z ��
�

QSmax ≤ QaS

QaS =
A · fs
2

����

片土圧を受ける建物などの特殊な場合を除き，せん断力

及び曲げモーメントは地震荷重に対してのみ発生するの

で，短期荷重時の曲げモーメント及びせん断力は地震時

に作用する曲げモーメント及びせん断力そのものであ

り，���節の多層地盤解析から計算する。

なお，基礎杭の長さはある程度規格化されており，杭

長が長い場合は継手が出てくる。上杭と下杭の径は揃え

るのが原則であるが，板厚に関しては上杭よりも杭体曲

げモーメントの小さい下杭の方を薄くすることがある。

従って，式 ��
� や式 ���� は各杭について継手の数 �� 個

存在する �断面ごとに分けた領域で立式される�。

� 最適化問題の定式化

最大継手数を nj とし，各基礎杭の断面を上杭から順に

1, · · · , nj+1と番号付けする。基礎杭の番号を左下添字，各

杭の断面を上杭から順に数えた番号を左上添字で表す。

例えば，j
eZ は e 番目の基礎杭の上から j 番目の杭の断

面係数となる。また，杭断面及び杭長はあらかじめ与え

られたリストから選択するものとし，杭断面の種類数を

np，杭長の種類数を nL とする。ベクトル x ∈ [1, · · · , np]

とベクトル y ∈ [1, · · · , nL]を次のように定義する。

x = [x11, · · · , x1nj+1, x21, · · · , xmnj+1]
� ��
�

y = [y11, · · · , y1nj+1, y21, · · · , ymnj+1]
� ����

杭断面は xによって選択されるものとする。例えば，杭

断面リストにおける杭の軸径の値を B̄1 · · · , B̄np
とする

と，e 番目の基礎杭の上から j 番目の杭の軸径は次式で

与えられる。
j
eB =

⎧⎨
⎩

B̄1 · · · �� xej = 1
���

B̄np
· · · �� xej = np

����

その他の断面性能も同様である。一方，杭長は y によっ

て選択されるものとする。例えば，杭長リストの値を

L̄1, · · · , L̄nL
とすると，e番目の基礎杭の上から j 番目の

杭の杭長は次式で与えられる。
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j
eL =

⎧⎨
⎩

L̄1 · · · �� xej = 1
���

L̄nL
· · · �� xej = np

����

以上のルールを踏まえ，基礎杭に対し，x,y を設計変

数とする次のような組合せ最適化問題を考える。

������ �

m∑
e=1

nj+1∑
j=1

j
eA · jeL �	�!�

subject to j
eNL ≤ j

eNaL
e = 1, · · · ,m
j = 1, · · · , nj + 1 �	�"�

j
eNS ≤ j

eNaS
e = 1, · · · ,m
j = 1, · · · , nj + 1 �	�#�

j
eMS ≤ j

eMaS
e = 1, · · · ,m
j = 1, · · · , nj + 1 �	�$�

j
eQS ≤ j

eQaS
e = 1, · · · ,m
j = 1, · · · , nj + 1 �	���

i
eB = i+1

e B e = 1, · · · ,m
i = 1, · · · , nj

�	���

el
j
eB

≤ 130 e = 1, · · · ,m
j = 1, · · · , nj

�	�%�

ここで，j
eLは e番目の基礎杭の上から j 番目の杭体の杭

長であり，基礎杭の全長 lとは el =

nj∑
j=1

j
eLの関係にある。

この最適化問題は，杭断面と杭長の組み合わせを設計変

数とし，支持力及び応力の制約条件の下で，基礎杭の総

体積を最小化する問題である。ただし，施工上の制約条

件として，継杭となる場合にはすべて同一径とするよう

な制約条件 �	���を課している。また，極端に杭長�径比が

大きい場合も施工時のトルク荷重に耐えられないため，

制約条件 �	�%�によって杭長�径比を �	� 以下に制約する

こととした。

� 数値解析例

例として，次のような条件の基礎を考える。

�� 上部構造からの地震時せん断力は Q = 1000�� と

する。

�� 基礎杭は全部で 
 か所施工され，平面的な杭配置

はあらかじめ決められており，軸力NL およびNE

は表 �に示す �ケースを考える �引き抜きは生じな

い設定としている�。

	� 継手は最大 �か所まで �nj = 1�とする。


� 杭の長さ �全長ではない�は ����� ����，	�，
���，


�のいずれかとする。

�� 杭の断面種類は全部で ��種類とし，表 �から選択

されるものとする。


� 杭の �値は 	������2，ヤング係数は ���&'!とする。

�� 図 �に示すような柱状図が得られているとする。

	�
に関し，継手が �箇所までであることから，杭の全長

は自動的に 1.5� ≤ l ≤ 12�に制限される。�に関し，断

面積 Aおよび断面係数Z は径B と板厚 tにより従属的に

決定される。�に関し，同一層内では�値は一定とする。

表 � 基礎杭に作用する軸力
荷重ケース 杭番号 e � � � � � �

�
NL��	
 ��� ��� ��� �
� �
� ���
NE ��	
 ��� ��� ��� ���� ���� ����

�
NL��	
 ��� ��� �
� ��� ��� ���
NE ��	
 ��� ��� ��� ���� ���� ����

表 � 杭断面リスト
x 符号B���
 t���
Ap���

2
Dw���
A���
2
 Z���3


� � ����� ��� ����� ����� ���� �����
� � ����� � ����� ����� ���� �����
� � ����
 ��� �
��� ����� ���� ���
�
� � ����
 ��� �
��� ����� ���� 
�
��
� � ����� � ��
��� ����� ���� ��
��
� � ����� ��� ��
��� ����� ���� ������
� � ����� ��� ������ ����� ��
� ������

 � ����� � ������ ����� ���� ��
���
� � ����� 
�� ������ ����� ���� ��
���
�� � ����� ���� ������ ����� ���� ������
�� � ����� ���� ������ ����� 
��� ������
�� � ����� 
 �

��� ����� ���� ������
�� � ����� ��� �

��� ����� ���� ������
�� 	 ����� ���� �

��� ����� ����� ���
��
�� � ��
�� ���� ���
�� ����� ���� ������
��  ��
�� ���� ���
�� ����� ����� 
�����
�� ! ����� ��� ���
�� ����� ����� 
�����
�
 " ����� ���� ���
�� ����� ���
� ������

�� # ����� ��� ������ 
�
�� ����� ����
��
�� $ ����� ���� ������ 
�
�� ����� �������
�� % ����� ��� ������ 
�
�� ��
�� ���
���
�� & ����� ���� ������ 
�
�� ����
 ������


層厚 ��
 	値 土質
� � 砂質
� � 砂質
� � 砂質
� � 粘性
� � 粘性
� � 砂質
� � 砂質
� �� 砂質
� �� 砂質
� �� 砂質
� �� 粘性
� �� 粘性
� �� 粘性
� �� 粘性
� �� 粘性
� �� 粘性
� �� 粘性
� �� 粘性
� �� 粘性
� �� 粘性

図 � 柱状図データ

また，杭頭レベルは 
か所すべて同一とし，深度は杭頭

レベルを ����として原点にとる。

解析プログラムは '(���� で記述し，最適化アルゴリ

ズムは )�*�$ +���%�� ,�����"-��$ .�� /�0��( 12���� !�����以

下，)+,./1��� とし，ソルバーには 2(12��� を用いる。

図 ��	にそれぞれの軸力ケースにおける最適解の杭符

号と応力状態を示す。�～
の全ての杭の応力は許容応力

度以下となっていることが確認できる。いずれのケース

も，
本の杭は全て同じ断面，杭長が選択される結果と

なった。今回のケースでは，総本数が 
本と少ないため，

杭径，杭長をむやみにバラバラにすると剛性の高い杭に

せん断力が集中し設計できなくなるためと考えられる。

� 結論

基礎杭の最適設計手法を考案し，鋼管杭を対象として
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���� 1NL,1NSと1NaL,1NaS 　 ���� 1MSと1MaS 　　 ���� 1QSと1QaS

���� 2NL,2NSと2NaL,2NaS 　 ���� 2MSと2MaS 　　 ���� 2QSと2QaS

���� 3NL,3NSと3NaL,3NaS 　 ���� 3MSと3MaS 　　 ���� 3QSと3QaS

�	�� 4NL,4NSと4NaL,4NaS 　 �	�� 4MSと4MaS 　　 �	�� 4QSと4QaS

�
�� 5NL,5NSと5NaL,5NaS 　 �
�� 5MSと5MaS 　　 �
�� 5QSと5QaS

���� 6NL,6NSと6NaL,6NaS 　 ���� 6MSと6MaS 　　 ���� 6QSと6QaS

図 � 荷重ケース � の最適解における杭の応力状態

同手法を適用した。今回は取り扱わなかったが，今後は

地盤の不陸などの不確定性を考慮した定式化を行う予定

である。
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���� 2NL,2NSと2NaL,2NaS 　 ���� 2MSと2MaS 　　 ���� 2QSと2QaS

���� 3NL,3NSと3NaL,3NaS 　 ���� 3MSと3MaS 　　 ���� 3QSと3QaS

�	�� 4NL,4NSと4NaL,4NaS 　 �	�� 4MSと4MaS 　　 �	�� 4QSと4QaS

�
�� 5NL,5NSと5NaL,5NaS 　 �
�� 5MSと5MaS 　　 �
�� 5QSと5QaS

���� 6NL,6NSと6NaL,6NaS 　 ���� 6MSと6MaS 　　 ���� 6QSと6QaS

図 � 荷重ケース � の最適解における杭の応力状態
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