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1. はじめに
トラスのトポロジー最適化では，いわゆるグランド・ス

トラクチャ法が広く用いられている．この方法では，まず，

初期設定としてトラスの節点の位置，境界条件，部材の候

補を与える (この初期設定を，グランド・ストラクチャとよ

ぶ)．そして，その部材の候補の断面積を決定変数 (設計変

数)として最適化を実行し，断面積が 0になった候補は取り

除く．

最適化の結果として得られたトラスが非常に長い部材を

含むことは，実用上の観点からは望ましくない．しかし，グ

ランド・ストラクチャ法において，得られる解の部材の長さ

に上限値を設けることは実はそれほど容易ではない．この

ことを，具体的な例を使って説明する．

図 1 のような初期設定から，コンプライアンス (構造物

の柔性の指標の一つ) を最小化すると，図 2 のような解が

得られる．この解には，直線状に並ぶ部材で，かつ，他の

方向の部材とは接続しないような部材の集合が，いくつか

存在する．このような部材の集合は鎖 (chain)とよばれる1)

が，コンプライアンス最小化問題では鎖を一本の長い部材

図 1 初期設定 (グランド・ストラクチャ)の例

図 2 図 1から得られる最適解

図 3 図 2の解からヒンジを除去した状態

と置き換えても最適性と実行可能性は変わらない．このよ

うに，鎖の中間節点を除去する手続きは，ヒンジ除去 (hinge

cancellation)とよばれる1,23)．図 2の解からヒンジ除去を行

うと，図 3に示す解が得られる．ヒンジ除去は，図 2のよ

うな不安定なトラスを図 3のような安定なトラスに変換す

るために行われる．その結果，初期設定のトラスにおける

最長の部材よりも長い部材を含む解がしばしば得られる．

トラスのトポロジー最適化では，最適化の過程で部材の

接続関係が変化するため，どこに鎖が現れるかを予想するこ

とは難しい．このことから，鎖の長さに制約を設けることは

容易ではない．Mela 19)は，各部材の断面積をあらかじめ与

えられた候補から選択するという問題設定の下で，個材座

屈を防ぐ制約が混合整数線形計画の枠組みで定式化できる

ことを明らかにした．これは，鎖の長さの上限値に関する制

約の一つの例と言える．ただし，この定式化は部材断面積が

離散値をとる場合に限られ，一般性には欠ける．また，この

定式化は Rasmussen and Stolpe 22)や Stolpe and Svanberg 24)

による混合整数線形計画の定式化を基礎としているが，こ

れらはいわゆる big-Mとよばれる大きな定数を用いている

ため，大規模な問題に適用することは難しい12)．

本稿では，重なり合う部材を含んだグランド・ストラク

チャ14,15) を用い，節点に作用する外力の不確かさに対する

ロバスト性を考慮したコンプライアンス最小化問題を解く

ことで，部材の長さが指定値以下である設計解が得られる

ことを説明する．また，中規模の問題に対しても適用可能

な解法の一つとして，DCアルゴリズムを用いた発見的解法

を概説する．

2. 不確実な外力に対するコンプライアンス
最小化
構造物に作用する外力を正確に予測することは不可能で

あるため，高い性能をもつ構造物を設計するためには外力

に対するロバスト性を保証することは避けて通れない．こ

のため，不確実な外力に対するコンプライアンス最小化問

題には多くの研究がある5,9,11,25)．この問題は，外力がとり

得る値の集合 (不確実性集合)を指定し，コンプライアンス

の最大値を最小化するという形のロバスト最適化問題とし

て表現される．

Ben-Tal and Nemirovski 4) は，トラスのロバスト最適化問

題が半正定値計画問題2) に帰着できることを示した．ただ

し，この定式化では，不確実な外力が作用する節点を予め指
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(a)
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図 4 初期設定 (グランド・ストラクチャ)が重複部材を (a)
含まない場合と，(b)含む場合

(a)

(b)

(c)

図 5 (a)図 4aで外力の不確実を考慮しない場合の最適解，
(b)図 4aから得られるロバスト最適解と (c)図 4bか
ら得られるロバスト最適解

定する必要がある．しかし，最適解がどの節点をもつかを

予想することは一般には非常に困難である．このため，解

における各節点の有無を 0-1変数で表現した定式化 (混合整

数半正定値計画問題)が提案された26)．

図 4aに示す初期設定に対して，外力の不確実を考慮しな

いコンプライアンス最小化問題では，図 5aに示す解が最適

解として得られる．次に，文献26) の手法で得られるロバス

ト最適解は図 5bに示すものである．ここで，部材が一つ追

加されることにより，図 5aの鎖が安定化されていることが

分かる．しかし，実は，図 5cのように中間節点を取り除い

て長い部材を用いれば，より目的関数の値が小さい解が得ら

れる．この長い部材は図 4aに含まれていないため，文献26)

v

(a)

v

(b)

図 6 節点 v に対する (a) N (v) と (b) A(v) の定義

の定式化ではこのような解を得ることはできない．

3 重複部材を含むグランド・ストラ

クチャを用いた定式化

前節で述べたように，トラスのロバスト最適化では，図 4a

のような初期設定を用いると図 5cのような解が排除されて

しまう．このため，図 4bのように，重複部材を含む初期設

定を用いる必要がある．ところが，最終的な解が重複部材

をもつことは実用的な観点から許容されない．そこで，重

複部材が同時には存在してはならないという制約を付加す

る必要がある．

以下では，トラスの部材 e の断面積を xe で表す．また，

節点 v に対して 0-1変数 sv を割り当て，v が存在するとき

に sv = 1，消失したときに sv = 0とする．図 6aのように

v に接続する部材の番号の集合を N (v) とおき，変数 nv を

nv =
∑

e∈N (v)

xe

で定める．節点 v が消失した場合はそれに接続する部材も

消失する必要があるため，条件

(1 − sv )nv = 0 (1)

が成り立つべきである．次に，図 6bのように節点 vをまた

ぐ部材の番号の集合を A(v) とおき，変数 av を

av =
∑

e∈A(v)

xe

で定める．節点 v が存在する場合はそれをまたぐ部材も消

失する必要があるので，条件

svav = 0 (2)

が成り立つべきである．制約 (1)および (2)を文献26) の定

式化に組み込むと，トラスのロバスト最適化問題は相補性

制約付き半正定値計画として定式化される13)．
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ここで，重複部材を含むグランド・ストラクチャに含ま

れる部材の長さに上限値を設けることにする．すると，以

上の定式化を用いて得られる解は，その上限値よりも長い

部材をもたない．これは，存在する節点すべてに対して不

確実な外力が作用し得るというモデルを用いたトラスのロ

バスト最適化では，鎖を含む解は実行不可能であるからで

ある．なお，本稿ではコンプライアンス最小化問題を前提

として議論しているが，他の目的関数や制約を考えること

も可能である．その場合は，十分に大きな定数に対してコ

ンプライアンスの最大値がこれを超えないという制約とし

て扱えば，他の目的関数や制約に影響を与えることなく部

材の長さに上限値を設けることができる．

4 DC アルゴリズムに基づく発見的
解法

3 節で述べた相補性制約付き半正定値計画は，形式的に

は次のように書くことができる：

Minimize f (ξ, y, z) (3a)

subject to (ξ, y, z) ∈ Ω, (3b)

y ≥ 0, z ≥ 0, y⊤ z = 0. (3c)

ただし， f : Rl × Rn × Rn → R は凸関数であり，Ω ⊆
Rl × Rn × Rn は凸集合である．ここで Jara-Moroni et al. 10)

と同様に考えると，問題 (3)は，十分大きなペナルティ・パラ

メーター ρ > 0を用いて次のように書き直すことができる：

Minimize ( f (ξ, y, z) + ρ∥y + z∥22 ) − ρ∥y − z∥22 (4a)

subject to (ξ, y, z) ∈ Ω, y ≥ 0, z ≥ 0. (4b)

(4a) は二つの凸関数の差で表されているので，問題 (4) は

DC 計画 (difference-of-convex programming) 問題16,21) であ

る．DC計画問題の局所最適解を得る手法として DCアルゴ

リズム (または，CCCP)17) がよく知られており，近年では

8 @1 m

2 @1 m

(a)

(b)

図 7 数値実験の例題．(a)問題設定と (b)提案手法による
解

機械学習の分野に現れる最適化問題の発見的解法として広

く用いられている6–8,20)．

DCアルゴリズムを問題 (4)に適用した場合には，(4a)に

おける関数 −ρ∥y − z∥22 を 1次近似して得られる凸最適化問

題を部分問題として解くことになる．トラスのロバスト最

適化では，この部分問題は半正定値計画に帰着できるため

主双対内点法2) を用いて容易に解くことができる．

本稿で扱った最適設計問題は，問題の規模が小さい場合

には分枝限定法を用いて大域解を得ることも可能である．た

とえば図 5cは提案手法で得られた解であるが，分枝限定法

(YALMIP18))でも同じ解が得られることを確認した．ただ

し，提案手法で得られる解は必ずしも大域的最適解である

とは限らない．

提案手法は，中規模の問題にも適用可能である13)．図 7

は，その一例を示している．ただし，図 7aでは，長さが 3 m

を超えない重複部材をすべて考慮している．図 7bの解には，

この上限値を超える長さの部材は含まれていないことが確

認できる．
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