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1. 序 

一貫構造計算プログラムは当初整形な建物を対象とし

ていたが, コンピュータの高性能化に伴い, 複雑な立体骨

組モデルの解析も可能となっている[1]。しかし, 幾何学的

に不整形な骨組の可能性も検討する必要がある初期設計

プロセスでの形状探索手法は十分に確立されていないと

いえる。 

 形状最適化は, 節点位置を移動させることで目的に適っ

た形状を得るための手法である。形状最適化を利用すれば, 

建築設計の初期において不整形な形も含めて多様な構造

形態を考慮することができる。 

形状最適化問題の解法としては, 主に数理計画法を用い

た手法が数多く提案されてきた[2]。しかし, 数理計画法は

目的関数・制約関数の勾配を必要とするため, 変数が離散

的である場合や, 関数の非線形性が強い場合には適用が困

難になる。 

 一方で, 形状を最適化する際に, 目的関数・制約関数の

勾配情報を必要としない局所探索に基づくメタヒューリ

スティクスを用いた手法も提案されてきた[3]。しかし, こ

れらの確率的近似解法は, 一般に, 近傍探索において変数

の変化と目的関数・制約関数の変化の関係が十分に考慮さ

れていない。 

 本報では, コンプライアンスの最小化と節点位置に応じ

た報酬の最大化を目的としたラーメン構造の形状最適化

問題に対して, メタヒューリスティクスの一種である焼き

なまし法[4]をベースとした新たな最適化手法を提案する。

節点位置をグリッド空間を用いて離散化し, 動的計画法

[5]により各節点位置の状態価値を学習する。学習結果を利

用して, 近傍解を生成する際に用いる節点移動の方策を決

定する。 

本手法の特徴は, メタヒューリスティクスによる最適化

において, エージェントを用いて変数の変更プロセスを制

御することにある。エージェントの最適方策は目的関数の

グリッド空間内に報酬を定義するだけで容易に学習させ

ることができ, 意匠的に計画したヴォリュームに対応した

報酬を設定することで, デザイン要件を満たす構造形態が

得られる。 

 

2. 動的計画法 

 動的計画法（Dynamic Programming: DP)は, Bellman

方程式を解いて最適化問題を解く手法である[6]。まず, 動

的計画法で用いる用語について説明する。 

あるタスクについて学習を行う主体をエージェントと

呼ぶ。エージェントは, ある状態 s において方策 にした

がって行動 a を選択し, 次状態 's と報酬 r を観測する。エ

ージェントの目的は, このような過程を繰り返して得られ

る累積報酬の最大化であり, 動的計画法によって累積報酬

を最大化するエージェントの最適方策を獲得することが

できる。方策は, 現在の状態から累積することを期待する

累積報酬に応じた価値関数と呼ばれる関数（収益）に基づ

いて改善される。 

現状態 s において方策  に従ったときに得られる期待

収益を状態価値関数 ( )V s とし, 次式で定義する。 
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ここで, t は現在のステップ, [0,1]  は割引率と呼ばれ, 

1 に近いほど累積報酬を, 0 に近いほど即時報酬を重視す

るパラメータである。また, E は に関して平均値をと

るオペレータである。 

 状態 s で行動 a をとったとき, 次状態 's に遷移する確率

を '
a
ssp , また , そのときに得られる報酬を '

a
ssR とする。

Bellman 方程式は, 任意の方策 と状態 s に対して, s の

価値と可能な後続状態群との間に成立する最適性の必要

条件であり, 任意の状態価値関数について次のように定式

化できる[6]。 

      ' '
'

, 'a a
ss ss

a s

V s s a p R V s         (2) 

ここで , ( , )s a は状態 s で行動 a を選択する確率 , 

( ')V s は次状態で期待される割引された状態価値である。

エージェントの目的は収益の最大化であるから, 方策空間

から次式を満たす方策 * を探せばよい。 

    * maxV s V s


 ,   * argmaxV s


    (3) 

方策 * を最適方策, *( )V s を最適状態価値関数という。 

 最適方策 * と最適状態価値関数 *( )V s は, Bellman 方程

式(2)を元にした価値反復[5]と呼ばれる反復近似解法で求

めることができる。価値反復のアルゴリズムを以下に示す。

なお, 許容可能な状態の集合を S , 最適状態価値関数の計

算における変化量の最大値の許容誤差を とする。 
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Algorithm 1 : 価値反復のアルゴリズム 

   0V s s S    (4a) 

while    do   (4b) 

0    (4c) 

for sS  do   (4d) 

 v V s    (4e) 

    ' ''
max 'a a

a ss sss
V s p R V s    (4f) 

  max v V s     (4g) 

    *
' ''

argmax 'a a
a ss sss

s p R V s     (4h) 

 

 

3. 動的計画法の適用例：グリッド空間でのマス目の価値 

 動的計画法の適用例として, あらかじめグリッド空間内

のマス目に与えた報酬の条件下で得られる累積報酬を最

大化するように, エージェントが移動すべき方向を DP に

より学習する。マス目の位置を状態とし, エージェントは

上下左右の 4 方向のみに 1 マスずつ移動でき, グリッドの

外へ出ようとする行動を選択した場合には直前のマス目

に留まるものとする。ここで与える報酬は, 意匠設計者が

デザイン性を考慮して敷地内に計画する建築のヴォリュ

ームから設定するものとして考えることができる。例えば, 

55グリッドの敷地に対してL字型のプランを提案する場

合, 図 1 のように報酬を与えれば良い。 

 

図 1: 報酬空間の例 

 

図 1 の報酬設定から, 各マス目の状態価値を価値反復に

より学習する。まず, 各マス目に対応した状態価値関数

( )V s を全て 0 に初期化する。続いて, 状態価値関数を各状

態 sSについて式(4f)で更新するが, その際, 次式を仮定

する[7]。 

 ' '
'

a a
ss ss s

s

p R r   (5) 

sr はマス目 s に設定した報酬の値である。行動 a や次状態

's に依らず, 移動前のマス目 s に対応した報酬 sr を与える。

したがって, 式(4f)は次のように書き換えられる。 

    '
'

max 'a
s ss

a
s

V s r p V s     (6) 

さらに, 環境の条件として ' 1.0a
ssp  を仮定する。すなわち, 

｢下へ移動する｣という行動を選択した際には, 次状態への

遷移が他の方向へ逸れずに必ず下に向かう。以上より, 式

(6)は次のようにさらに簡略化できる。 

    
'

max 's
a

s

V s r V s     (7) 

更新式(7)を(4f)式の代わりに用いて価値反復のアルゴリ

ズムを実行し, その状態価値関数の変化が十分に小さくな

るまで繰り返す。 0.9, 0.001   に設定した場合, (4b)

から(4g)の手順を10回繰り返すことで収束し, 図2のよう

に最適状態価値関数の近似解をプロットできる。 

 

図 2: 図 1 の報酬を元に学習した最適状態価値 

（最大値を 1.0 にスケーリング） 

 

以上のようにして学習した状態価値を元に, 行動を次式

で確率的に決定する。 

     , '
k

s a V s   (8) 

( 0)k  は次状態の価値に応じた行動の偏重度合いを調整

するパラメータである。例えば, 2.0k  に設定すると, (8)

の方策に基づいて図2において中央のマスから左または下

に移動する確率は 

 
2

2 2 2 2

1.0
0.276

1.0 1.0 0.9 0.9  
  (9) 

 

4. 最適化問題 

 以下では, 境界条件, 荷重条件, 部材断面と節点の接続

関係を固定したラーメン構造について, n 個の自由節点の

平面的な位置  1 2, , , NX X X X , ( , )i i ix yX を z 座標を

固定させながら移動し, 単一荷重に対するコンプライアン

スの最小化と, 節点が位置するマス目の報酬の合計値の最

大化を目的とする多目的最適化問題を定式化する。 

節点変位の自由度を dn , 外力ベクトルを dnp  として, 

変位ベクトル ( ) dnt u  は次の剛性方程式を解くことで計

算できる。 

    =t tK u p  (10) 

ここで, ( ) d dn nt K  は全体剛性行列である。節点が重複

せず, ( )tK が正則なとき, コンプライアンス 1F は次式で

表せる。 
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 T
1F  u Ku   (11) 

 また, 節点 iが位置するマス目の報酬を ir とすると, 報

酬の合計値 2F は次式で計算できる。 

 2
0

n

i
i

F r


   (12) 

以上より, 最適化問題を次式で定式化する。 

   1 1 2 2Minimize F w F w F X   (13a) 

  subject to 1, ,i i i n X Ω    (13b) 

ここで, 1 2, ( 0)w w  はコンプライアンスと報酬を重みづけ

するパラメータであり, 式(13b)は部材が交差しないよう

に節点位置に課す制約である。 

最適化には焼きなまし法（SA）を用いる。SA は, 物質

の粒子の冷却過程におけるエネルギーの低下を数理モデ

ルで模擬し, 最適化問題の探索過程に導入した確率的近似

解法である。 

変数の更新は次のように行う。各ステップにおいて節点

を1つ無作為に選び, 式(8)に代入して節点の移動方向を選

択し, その節点位置を更新する。ただし, 制約式(13b)を満

たしていなければ直前の変数に戻し, (13b)を満たすまで

節点位置の更新を行う。制約式(13b)を満たせば目的関数

を計算し, 直前の解よりも小さくなればその解を受理する。

また, 直前の解よりも大きくなる改悪解においてもステッ

プ数に応じて徐々に低下する確率で受理する。ステップ

( 1)j  における改悪解の受理確率  Pr , j は初期温度 0T , 

冷却率 をパラメータとして次式で表せる。 

     1
0Pr , exp jj T        (14) 

    1j jF F  X X  (15) 

ここで  jF X は j 回目の試行における目的関数値である。 

 

5. 数値例題 

各層に 4 本の柱をもつ 5 層のラーメン構造を扱う。以下, 
単位は重要ではないので省略する。グリッド空間は ix , iy

ともに[0,9]の範囲で定義される 10×10 マスの正方形平面

を仮定する。節点は各マスの中央に位置させる。柱脚は剛

支持とし , その位置は ( , , )x y z  (1,1,0) , (8,1,0) , (1,8,0) , 

(8,8,0)で固定する。また, 20 個の自由節点においても z座

標は各階 4, 8, 12, 16, 20 で固定する。図 3 左に示すように, 

全ての階において節点の平面配置が柱脚位置に等しい場

合を最適化の初期形状とする。 

部材断面は柱・梁ともに 0.2×0.2 の正方形断面とし, す

べての自由節点に鉛直下向き1の節点荷重を与えてコンプ

ライアンスを計算する。 

  
図 3: 初期形状（左）と初期節点位置・報酬設定（右） 

 

グリッド空間における各節点位置と報酬設定を図3右に

示す。灰色のマスは柱脚位置で最適化の過程で固定する。

水色のマスは最適化において移動する節点の初期位置で

ある。橙色のマスにのみ 1 の報酬, その他のマスには 0 の

報酬が設定されている。重み係数 1 2,w w は 1.0, 0.1 とする。 

SA での最適化において, 近傍解の生成数は 5 個とし, 

目的関数の計算回数が 5×2000=10000 回に達した時点で

最も目的関数の小さな解を出力する。これを 1 回の最適化

として, ランダムシードを変更して同じ初期形状から 10

回の最適化を行う。SA に用いるパラメータは初期温度

0 10.0T  , 冷却率 0.999  とする。 

 節点移動の方策を得るために, 最適化を実行する前に各

マス目の状態価値を価値反復により学習する。学習率を

0.9  , 許容誤差を 0.001  に設定して学習を行った結

果を図 4 に示す。ただし, 状態価値は 1.0 を最大値として

スケーリングし, 小数点第二位を四捨五入して表記してい

る。なお, この学習は, Intel Core i9-7900X [3.30 GHz/10 

Core] プロセッサーを用いた場合, 各層約 1 秒で完了する。 

以上のようにして学習した各マス目の状態価値に基づ

いて節点位置の遷移確率を式(8)で計算し, SA の各ステッ

プで近傍を生成して最適化を行った。 

 

  
図 4: 各マス目に与えた報酬(左)と学習した状態価値(右) 
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10 個の最適解のうち, 最も目的関数の小さい解の形状

を図 5 右に示す。青い部材ほど圧縮応力の大きい部材であ

る。初期形状は自重に対して最も効率よく抵抗できる形状

であるため , コンプライアンスが最も小さくなる

( 1 0.184F  ) が, どの自由節点も報酬のあるマス目内に位

置していない ( 2 0.0F  )。最適解ではコンプライアンスは

1 0.431F  と大きくなったが, 20 個中 18 個の自由節点が 1

の報酬を獲得しており, 結果として目的関数値が初期形状

より小さくなっている。つまり, デザイン意図に従って設

定した報酬に応じた構造形態が得られたことがわかる。 

 

    
図 5: 初期形状（左, 0.184F  ）と最適形状（右, 1.431F   ） 

 

提案手法の有効性を確認するため, 節点移動の方策を学

習せずに, 節点を上下左右に一様な確率で移動させて近傍

解を生成した場合との最適解の比較を行った。それぞれの

場合について, ランダムシードを変更して得られた 10 個

の最適解の目的関数値を表 1 に示す。学習を行った方が目

的関数値の最大値・中央値・最小値・平均ともに学習を行

わなかった場合に比べて小さくなった。したがって, 提案

手法に基づいて節点移動の方策を学習した方がより良い

最適解が得られる。 

 

表 1: 方策学習の有無別の最適解 10 個の目的関数 F  

 max median min mean std.dev. 

学習無 -0.291 -0.765 -1.310 -0.812 0.345 

学習有 -0.927 -1.214 -1.431 -1.117 0.179 

 

さらに, 方策の学習を行った方が良い最適化結果が得ら

れる理由について検証するために, 最も小さい目的関数値

をとったケースの目的関数値の履歴を学習の有無別に図 6

に示す。学習有りの場合, 序盤から終盤まで目的関数値を

小さく抑えられている。このことは, 節点移動の方策を学

習することで, 解の探索効率が改善できることを示してい

る。 

 

 
 

図 6: 方策学習の有無別の最優良解の最適化履歴 

 

6. 結 

本報では, コンプライアンス最小化とデザイン指標に基

づく節点位置の報酬最大化を目的とする, ラーメン構造物

の形状最適化問題において, 焼きなまし法の近傍生成段階

で動的計画法による学習結果を用いることで効率的に解

空間を探索する新たな最適化手法を提案した。 

動的計画法は強化学習の理論的基礎をなす手法である。

今後はさらに発展的な強化学習手法を用いて, より複雑な

建築構造最適化問題への応用を試みる。 
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